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Exercice 1 4 points

Commun a tous les candidats

Tous les résultats demandés dans cet exercice seront arrondis au millieme.
Les parties A, B et C sont indépendantes.

Partie A

1. La probabilité qu'un cadenas soit défectueux est p = 0,03. La taille de
I’échantillon est n = 500.

Onan=5002>30,np=15>5etn(l—p)=4852=5.
Les conditions sont alors vérifiées pour appliquer la formule donnant
I'intervalle de fluctuation asymptotique au seuil de 95 % :

vpd-p) vpl—-p)
Is00 = P—1,96—p P ;p+1,96—p P
Vvn Vn
V0,03x0,97 V0,03x0,97] . .
- [0,03—1,96—X; 0,031,962 2701 it environ
/500 /500
\ [0,015; 0,045] \

La fréquence observée de cadenas défectueux est

19 38
=—=—""_=70,038¢€ Isoq |
F =35 Tooo

Ce controle ne remet donc pas en cause, au risque de 95 %, ’affirmation

du fournisseur.

39 78
2. La fréquence de cadenas défectueux est f = — = —— =1{0,078/| La
1 =500 = Tooo

taille de I’échantillon est n = 500.
Onan=500>30,nf=39etn(l-f)=461=>5.

Les conditions sont réunies pour appliquer la formule donnant 'inter-
valle de confiance au seuil de 95 %.

1 1 1
Iéooz f—\/—ﬁ;fﬁLﬁ 0,078 ———3; 0,078+

~|10,033; 0,123]|
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Partie B

D’apres une étude statistique faite sur plusieurs mois, on admet que le nombre
X de cadenas premier prix vendus par mois dans le magasin de bricolage peut
étre modélisé par une variable aléatoire qui suit la loi normale de moyenne u =
750 et d’écart-type o = 25.
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1. P(725< X K 775)=P(u—o < X < u+0)=|68,3%| soit 0,683 (d’apres
le cours).

On peut aussi effectuer le calcul a la calculatrice.
2. On cherche donc le plus petit entier ntel que P(X > n) <0,05.
Cela équivauta 1-P(X < n) <0,05 < P(X <n)>0,95.
Ala calculatrice, on cherche le nombre réel a vérifiant P(X < a) = 0,05 :
n est le plus petit entier supérieur ou égal 2 a ; on en déduit[ 7 = 792,

Partie C
0,03 D

ol

1-—
2. D’apres la formule des probabilités totales, on L.

P(D) = P(D)x P(H)+P(D) x P (H) =0,2x0,03+0,8p =[0,006 +0,8p]

0,07 -0,006
Or, P(D) =0,07.0On en déduit que 0,006+0,8p=0,07 donc p = ————

0,8
0,064 64 8
=2 - — =—_=/0,08]
0,8 ~ 800 100

0,08 € [0,033; 0,123], donc ce résultat est cohérent avec le résultat de la
question A-2.

P(HND) g2x097 0,194

S FplH)= p(p)  1-0.07 093 ~[0.209}

D

Exercice 2 4 points
Commun a tous les candidats

1. Affirmation 1:
Notons C et D les points d’affixes respectives
letiAlors:z—1| = |z—i] < lzy—zcl= 5 - S

lzpm — zpl

< MC=MD.

Lensemble des points M d’affixe z vérifiant
|z—1| = |z —1i| est donc la médiatrice de [CD],
c’est-a-dire la droite d’équation y = x.

Notons 2 le point de coordonnées (3 ; 2) qui a
donc pour fixe 3 + 2i.

|z2=3-2i|<2. <= |zpy— 2zl <2 &< MQ <
2. S est donc bien le segment [AB]

L'ensemble S est le segment [AB]. VRAI
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2. Affirmation 2 :Soit a = V/3 +1i.
lal =\ V3 +12=Vi=2.

3 1 7
Alorsa:2(§+§i =2e's,

On en déduit que (\/§+ i)1515 _ (Zei%)ISIS

505 4x126+1
Or =

2
On en déduit que a'°' = 215191(126x27+3) _ 51515613 _ 51515; ¢ p FAUX

:15157 5057
= 9l515,18% _ 515151228

/1
n:126><2n+§.

x = 2t
3. Affirmation3:{ y = -3+4¢ ,t €R. estlareprésentation paramétrique
z = 7-10t

d’une droite. )
Pour ¢ = 1, on obtient les coordonnées de E et pour ¢ = 2 on obtient les coor-

données de E
E et F appartiennent a cette droite, donc cette droite est bien la droite (EF).
VRAI

4. Affirmation4:0OnaE@2; 1 ;;3), ]ﬂ ; —1;2)etG(-1;3; 1).
Les coordonnées des vecteurs EF et EG ont pour coordonnées :

EF| -2 | etEG| 2
5 4

Alors: ER.EG = —1x (=3) + (=2) x2+5x2=3—4+20 = 19.
EF=/(=1)2 + (=2)2+ 52 = v/30; EG = V/(=3)2 + 22 + 42 = /29.

On aalors:

ER.EG 19 19

) S EFxEG  /30xv29 V870
A la calculatrice, on trouve FEG = 49,89 °~ 50 °. VRAI

EF.EG = EF x EG x cos (FEG) donc cos (FEG) =

Exercice 3 7 points

Commun a tous les candidats

On considere a suite (u,,) définie par :

up=a et pourtoutndeN, u,. =e’"n —eln,

1. Soit g la fonction définie pour tout réel x par :

gx)=e* —e*—x.

a) g estdérivable comme somme et composée de fonctions dérivables.
Pour tout x € R, g'(x) =2e** —e* —1 = (Z(ex)z—ex—l) =2X>-X-1
en posant X = e”.
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2X%-X-1 apourracines 1 et —% donc2X?-X-1=2 (X-1 (X+ %) =
(X-1) X +1).
On en déduit : g'(x) = (e* - 1) (2e* +1)

b) Pour tout x réel, e* > 0 donc 2e* + 1 > 0 donc g'(x) est du signe de
(e*-1).
e l=0pourx=0ete*-1>0 = e'>1 < x>0.
On en déduit le tableau de variation de g :

X |—o0 0 +00

g'(x) - 0 +
g(x) \ /
0

g adonc pour minimum 0, atteint pour x = 0.

c) Pourtout n €N, ups; — ty = (€*" —e"") — u,, = g (uy) > 0 puisque le
minimum de g est 0.

On en déduit que la suite (u,) est croissante.

2. Dans cette question, on suppose que a < 0.

a) Démontrons par récurrence que, pour tout entier naturel n, u, <0.
— Initialisation : ©y = a < 0 donc la propriété est vraie au rang 0.

— Hérédité : on suppose la propriété vraie pour un rang n quel-
conque, donc u, < 0.
Ona: ups =e*n —etn =e'n (e - 1),
D’apres ’hypothése de récurrence, u, <0 donce*” <1d’olu
e'r —1<0.
Comme e"” > 0, on en déduit que 1, < 0.
La propriété est donc héréditaire.
D’apres I'axiome de récurrence, la propriété est vraie pour tout n.

b) La suite (u,) est alors croissante et majorée par 0, donc convergente
vers un réel ¢ <0.

¢) On suppose que a = 0. Le premier terme de la suite vaut 0. La suite
est croissante et majorée par 0, donc tous les termes de la suite valent
0 et la suite converge vers 0.
3. Dans cette question, on suppose que a > 0.
La suite (u,) étant croissante, la question 1. permet d’affirmer que, pour
tout entier naturel n, u,, > a.
a) PourtoutneN, u,11 —u, = g (Up).

Comme u, > a > 0, tous les termes de la suite sont positifs. D’apres
les variations de gsur [0; = oo[,0on a g (u,) > g(a) donc| u,1—u, > gla) |

b) Démontrons par récurrence que, pour tout entier naturel 7, on a :
Uy = a+nxgla.
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— Initialisation : Pour n =0, a+nxg(a) = a+0xg(a) = a;or u, > a,
donc la propriété est vraie au rang n = 0. La propriété est initiali-
sée.

— Heérédité : on suppose que, pour un entier n quelconque,

Uy = a+nxgla.

Alors: Upy1 — Up = § (Up) < Upt1 = Up+ & (Uy)

> (a+nxg(a)) + g (uy) (d’apres 'hypotheése de récurrence).

Or u, > a > 0 donc g (u,) > g(a) puisque la fonction g est crois-
sante sur [0 ; +ool.

Par conséquent > (a+nx g(a)) + g (uy) > a+nx g(a) + g(a)
=a+n+1)gla).

La propriété est donc héréditaire.

D’apres 'axiome de récurrence, la propriété est vraie pour tout n,

donc, pourtout neN, | 1,4+ = a+nx gla) ‘

¢) a>0donc g(a) > g(0)=0.
On en déduit que nl_lgloo(a+ nx g(a)) = +oo, donc lim u, =
d’apres le théoreme des gendarmes.
4. Dans cette question, on prend a = 0,02.
D’apres la question précédente, la suite (u,) tend vers +oo.

a) La partie a compléter de I'algorithme est :
Tantque u < M
u prend la valeur e” (e — 1)
n prend la valeur n+1
Fin Tant que

b) Pour M =60, on trouve
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Exercice 4 5 points

Candidats n’ayant pas choisi I'enseignement de spécialité
Un atelier de design propose deux dessins possibles, représentés ci-dessous :

D E C D E C

Proposition A Proposition B

Pour mener les études qui suivent, on se place dans le repére orthonormé

(A5 AB, AD ).

Partie A : étude de la proposition A

Dans cette proposition les trois lignes sont des segments et les trois aires sont
1

égales: r=s=1t= 3

ADxDE_lxDE
2

L'aire du triangle ADE est <7 (ADE) = . Comme cette aire vaut

1 2
—, on obtient DE + —.
3 3

2
Le point E a pour coordonnées : | E (§ ; 1) .

Appelons H le pied de la hauteur issue de G dans le triangle AGB.

ABxGH GH
L'aire du triangle AGB vaut : &/ (AGB) = = .Comme cette aire vaut

1 ) 2

—,onobtient GH = —.

3 3

>l'ordonne de G vaut yg = 3

L'équation de la droite (AE) est y = Ex puisque la droite passe par l'origine et
2

que, pour X = Xg = 7, on trouve y = yg = 1.

3 4
L'abscisse de G xg vérifie donc Ex(; =3 donc xg = 5 Le point G a donc pour

) 4 2
coordonnées:|G|—; —
9° 3
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Partie B : étude de la proposition B

e—1
1. a) f(xp)=1 <= In2xg+1)=1 (=>2xE+1—e(=>xE——

i
!\°

2
1
b) G appartient ala courbe ¢ donc yg = f( ) =1In (2 X =+ 1)

—ln2 —

1 1-
On doit alors avoir f (5) =In2, c'est-a-dire k x —
2

k=1In2 donc f(x) —lnz( xx)

2. a) SoitF:x— F(x) =(x+0,5) xIn(2x+1) — x pour x > 0.
+1

+1

2 2x
F'(x)=1xInx+1)+(x+0,5) x —-1=In2x+1)+
2x+1 2x

=InRx+D+1-1=/InCx+1)=fx)|
F est bien une primitive de f.

b) r estl’aire du domaine compris entre les courbes représentatives de

-1
lafonction x— 1, de f etles droitesd’équationx:Oetx:eT.
el
. -1 e—1
A1ns1:r:f (1- f(x))dx———f f(x)dx— > F( > )—F(O)].
0
e—1 e e—1 1 Je
F(—):—xlne——:—: ——1
2 2 2 2 |2
F(0) =
e—1 1
Onendéduit: r=——--= E—1
2 2 |2

3. g(x)=In2 ( ) =In2 ( ) 1| donc une primitive G de g est définie par

‘ G(x)=In2(Inx — x) ‘
4. On admet que les résultats précédents permettent d’établir que
In(2) -1

y
|7 =0,359]et| s~ 0,327] Onen déduit r=1—(r+s) =|0,314]

La proposition B vérifie donc les conditions impoées par le fabriquant.

s=[In@2))? +

Exercice 4 5 points

Candidats ayant choisi '’enseignement de spécialité
Partie A : généralités

1. Soit (x; y; 2) un TP et soit p un entier naturel non nul.
Onadonc x* + yI2 = z%. Alors (px)* + (py)* = p*x* + p°y* = p* (¥* + y°)
= p2z2 = (pz)2 donc (px; py; pz) estaussiun TP.
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2. Onsuppose que (x; y; z) estun TP donc x+ y2 =72

Supposons les trois entiers impairs. Alors x =1 [2], y=1 [2] et z=1 [2].
Onax?’=1[2],y*=1[2] etz> =1 [2], d’oi1 x*+y? = 0 [2] donc on n’aurait
pas x* + y* = z°.
Les trois entiers ne peuvent pas étre tous impairs.

3. Pour cette question, on admet que tout entier naturel non nul n peut
s’écrire d'une facon unique sous la forme du produit d’'une puissance
de 2 par un entier impair :

n=2%x k ol a est un entier naturel (éventuellement nul) et k un entier
naturel impair.

a) [192=25x3]|

b) Soient x et z deux entiers naturels non nuls, dont les décompositions
sont x=2%x ket z=2%xm.

zzz(Zﬁxm)zz 228 « m?

©) Si2x?=2z? alors 22%*! x k? = 2P x m? donc 2a +1 = 2 (unicité de la
décomposition).

C’est impossible puisque 2a + 1 est impair et 2 est pair.

Partie B : recherche de triplets pythagoriciens contenant I'entier 2015

1. 2015=|5%x13x31}|;
On connaitle TP (3;4;5) donc (13 x31x3; 13x31x4; 13x31x5)est
aussi un TP, donc (1209; 1612; 2015) est aussi un TP,

2. On admet que, pour tout entier naturel 7,
@n+ 12+ (2n2+2n) = (2n?+2n+1)".
2015=[2x1007 +1]
Ainsi, d’apres la remarque faite ci-dessus, le triplet
(2015; 2% 1007*+2 x 1007 ; 2 x 107 +2 x 107 +1) =
(2015;2030112; 2030113) estun TP.
3. a) On cherche x et z entiers tels que z
(z—x)(z+x) =169 x961.
z—x=169
z+x=961

2 _ x?> =403?, C'est-a-dire

Résolvons le systeme {

En additionnant et en soustrayant, on trouve| z = 565] et | x = 396 .
b) Le triplet (396; 403 ; 565) est un TP donc (5 x 396 ; 5 x 403 ; 5 x 565)

est également un TP.

Par conséquent (1980; 2015; 2825) estun TP.
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