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Exercicel 7 points Themes : fonctions, suites

1. On considere la fonction g définie sur R par :

() = 2e*
§ et 41"
e¥x2 2

On a pour toutréel x, g(x) = = .
p 8§00 e‘(l+e ™) 1+4+e*

X X

2
Or lim e™*=0,donc lim 1+e " =1etenfin xlirP glx) = 1- 2. Réponse b.
—+00

X—+00 X—+00
2. La dérivée seconde f” est positive sur les intervalles ] —oco; —1[ et [2; +oo[, donc la
fonction f est convexe sur ces intervalles. Réponse c.
3. On a pour tout naturel 7 :
bpy1=ap+1—-2=05a,+1-2=0,5a,—-1=0,5(a,—2)=0,5b,.
Légalité b, = 0,5b,, montre que la suite (b,) est une suite géométrique de raison 0,5.

Réponse d.

1 1 n n

4. » Comme -1 < — <1, onsaitque lim (—) =0etdonc lim 1+ (—) =1;
4 n—+oo\ 4 n—+oo 4

1 1 . n n

n
e Ona = .Or lim —=0=> lim ——=1et lim 2- =1.
n+1 1+% n—+oo p n—+oo n+ 1 n—+oo  p+1
1\" n . 1\" . n
Onadoncl+|-| <u,<2- avec lim 1+(—| = lim 2- =1.
4 n+l n—+oo 4 n—+oo n+l

D’apres le théoreme des gendarmes, on peut dire que la suite (u,) est convergente et
que lim u,=1. Réponse b.
n—+oo

5. Soit f la fonction définie sur ]0 ; +oo| par f(x) = x*Inx.

1 1 1 1 1 1 1
Si F(x) = =x3 (lnx— —), alors F'(x) = x? (lnx— —) +-x3x = =xInx—=x*>+-x*=
3 3 3 3 X 3 3
xInx = f(x). Réponse a.
3e7*-5 2 *+2+3e -5 b5e -3 . .
6. 2+ = = ; en multipliant chaque terme par e*, on
e *+1 . e *+1 e *+1
obtient : . Réponse a.
+e¥
Exercice2 7 points Theéme probabilités

1. a. Onap(M)=0,7doncp (ﬁ) =1-0,7=0,3.
Orp (Mﬁ@) = 0,06 donc
p(]\_/l) X prr (6) = 0,06 < 0,3x py7 (6) = 0,06 < pg; (6) =0,2.
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b. On compléte 'arbre pondéré :

0,7

)

Ql

0,4

0,3 i

I

0, G
c. La probabilité de I'évenement «le client visite la grotte et ne visite pas le musée »
est: p(MnG)=p (M) x p(M) =0,3x0,8=0,24.
d. Onademéme p(MNG)=p(M)x py(G)=0,7x0,6 =0,42.
D’apres la loi des probabilités totales :
p(G) =pMNG) +p (Z\_/Im G) =0,42 +0,24 = 0,66.

2. Le responsable de I'hotel affirme que parmi les clients qui visitent la grotte, plus de la
moitié visitent également le musée.

p(GhM pMnG 042 42 21 7
On calcule pg(M) = = = =—=—=—=0,64>0,5.
p(G) p(G) 066 66 33 11

L affirmation est exacte.

3. a. Onale tableau de probabilités suivant :

évenement MnG MnG MnG MnG
probabilité 0,42 0,28 0,24 0,06
dépense 17 12 5 0

b. D’apres le tableau précédent :

E(T)=17%x0,42+12x0,28+5x%x0,24+0x0,06 =7,14+3,36+1,2=11,7.

Ceci signifie que sur un grand nombre de visiteurs la dépense moyenne par visi-
teur est égale a 11,70 €.

c. Soit x le nombre minimum de visiteurs , x doit vérifier :

11,7xx>700 < x>

700

11,7°
Il faut donc qu’il y ait au moins 60 visiteurs.

Or

700
11,7

~ 59,8.

4. Soit g le prix a payer pour visiter la grotte; le tableau de probabilités devient :

événement MnG MnG MnG MnG
probabilité 0,42 0,28 0,24 0,06
dépense 12+¢g 12 g 0

Lespérance devient :
E=0,42(12+g)+12x0,28+0,24 x g+0x0,06 = 5,04+0,42g +3,36+0,24g = 8,4+0,662.
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Le responsable veut que :
8,4+0,66g =15 < 0,66g =6,6 < g=10.
Le prix d’entrée a la grotte doit passer a 10 euros.

5. Le nombre de visiteurs étant suffisamment grand pour que le tirage puisse étre consi-
déré avec remise, chaque visiteur a donc en moyenne une probabilité de 0,66 de visiter
la grotte.

La variable aléatoire G égale au nombre de visiteurs de la grotte suit donc une loi bi-
nomiale 28(100;0,66).

Il faut donc trouver p(G > 75). La calculatrice donne = 0,9797, soit 0,980 au millieme
pres.

Exercice 3 7 points Theéme fonctions logarithmes et exponentielles, suites

Partie A

On considere la fonction f définie sur I'intervalle [1 ; +oo[ par

Inx

f(x)ZTy

ot In désigne la fonction logarithme népérien.

Inx
1. Onsaitque lim — =0,donc lim f(x)=0.
xX—+00 Xx X—+00
L'axe des abscisses est asymptote horizontale au graphe de la fonction f au voisinage
de plus I'infini.
2. On admet que la fonction f est dérivable sur I'intervalle [1 ; +oo[ et on note f’ sa fonc-
tion dérivée.
a. En dérivant f(x) comme un quotient, on obtient pour x > 1:
1
—xx—1xInx
i X
(x) = =
! x? x?
b. Quel que soit x, x*> >0, le signe de f'(x) est donc celui du numérateur 1 —In x:
e 1-lnx>0 < 1>Inx < e>x: f'(x) >0surl'intervalle [1 ; e];

1-lnx

e 1-lnx<0 < 1<Ilnx < e<ux: f'(x) <0surlintervalle [e; +ool.
e 1-lInx=0 <<= 1=lnx < e=x.
On a donc le tableau de signes de f'(x) :

X 1 e +00

£l + 0 -

1
c. f(1)=0etf(e)= s ; on dresse le tableau de variations de la fonction f sur [1; +ool.

X 1

e
£ + 0 -
I
0
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3. a. D’apres le tableau de variations sur l'intervalle [1; e], la fonction est strictement
1 1
croissante de 0 a — : 'équation f(x) = k avec 0 < k < — a donc d’apres le corol-
e
laire du théoréme des valeurs intermédiaires une solution unique.

1
b. D’apres le tableau de variations f(x) < : (maximum de f) : 'équation f(x) =k

1 .
avec k > — n'a donc pas de solution
e

Partie B

Soit g la fonction définie sur R par: g(x) = et
On considere la suite (u,) définie par 1 = 1 et, pour tout entier naturel 7 :
Upsl = e Cest-a-dire: Unt1 = 8 (Up).

1. Lafonction g est dérivable sur R et sur cet intervalle :

1 . L s 2 L - s
g'x) = Zel : produit de deux facteurs supérieurs a zéro, cette dérivée est supérieure a
zéro, donc g est croissante sur R.

2. Soit &, la propriété u, < u,+1 <e.

¢ [Initialisation

up=1letu =et =el

n=0.

=e. On a bien : uy < u; < e; la propriété est vraie pour

e Herédité
Supposons que pour n €N, on ait u, < Uy

(]
g (up4+1) < g(e) soit

NN

Par croissance de la fonction g, on a: g (u,)
Un+1 < Up+2 S 8 (€)
Org(e) = ei ~1,97; donc g (e) < e et'encadrement précédent devient :
Up+1 < Upso < €:]a propriété est vraie aurang n + 1.
* Conclusion
L'encadrement est vrai au rang 0 et s'il est vrai au rang n € N, il est vrai au rang
n+1; d’apres le principe de récurrence : quel que soit n €N, u, < Upy1 < €.
3. Lencadrement précédent montre :

— que la suite (u,) est croissante;

— que la suite (u,) est majorée par e.

Donc, d’aprés le théoréme de la convergence monotone, la suite (#,) est convergente
vers une limite inférieure ou égale a e.

On note ¢ la limite de la suite (u,) et on admet que ¢ est solution de I'équation : e7 = x.

. x X . .
4. Quelquesoit x>0, er =x < ria In x, par croissance de la fonction In.

X 1 Inx 1
Or i Inx - soit finalement : f(x) = 1 avec f fonction définie dans la

partie A.
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o |-

1 1 1
5. Ona:e<4doncz<gdonc0<1<

1
D’apres la question 3. a. de la partie A, 'équation f(x) = 1 a donc une solution unique

sur l'intervalle [1; e].

In2
La calculatrice donne: f(1) =0et f(2) = > =~ 0,346;

f(1,4) =024 et f(1,5) =0,27,donc 1,4 < ¢ < 1,5;

f(1,42) = 0,247 et f(1,43) = 0,251, donc 1,42 < ¢ < 1,43;
£(1,429) = 0,2498 et f(1,430) = 0,2501, donc 1,429 < ¢ < 1,430;
Finalement ¢ = 1,43 au centiéme pres.

Exercice4 7 points Theme : géométrie dans I'espace

—_ - —

Dans I'espace rapporté a un repere orthonormé (O, 1,7,k ), on considere les points

A(-1;-1;3), B(1;1;2), cl;-1;7

On considere également la droite A passant par les points D(—1; 6; 8) et E(11; —9; 2).

12 4
E — 1 R ——
1. a. Avec DE | —15 |, on peut prendre comme vecteur directeur de A : 3 DE|-5].
-6 =2

R — 1——>
OnaM(x; y; z) € (DE) < il existe t € R, tel que DM = t§ DE, soit

x+1 = 4t x = —-1+4:
y—-6 = -5t avecteR<«<={ y = 6-5¢t avecteR
z—8 = -2t z = 8-2t

b. Ladroite A’ est parallele a A donc elle a les mémes vecteurs directeurs que A. De
plus, elle passe par I'origine O du repére donc elle a pour représentation paramé-

trique :
x = 0+4¢ x = 4t
y = 0-5ft avectreRsoity y = =5t avecteR
z =0-2¢t z = =2t
1,36 = 4t
c. F(1,36; -1,7; -0,V e A/ < { -1,7 = -5t avecteR
-0,7 = -2t
Les deux premiéres équations donnent ¢ = 0,34 et la derniere ¢ = 0,35.
DoncF ¢ A.
2 2
2. a. OnaAB| 2 |etAC[0]|: ces deux vecteurs ne sont manifestement pas coli-
-1 4

néaires, donc les trois points A, B et C définissent un plan.
1 —_— —
b. OnagDE-AB =8-10+2=0;

1—> —_—
De méme 5DE-AC=8+0—8:0.
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Donc DE est orthogonal a deux vecteurs non colinéaires du plan (ABC); il est
normal a ce plan.

c. D’aprés la question précédente on sait que :
M(x; y; 22€(ABC) <= 4x—-5y—2z+d=0avecd eR
OrA(-1; -1; 3) € (ABC)donc4 x (-1)-5x (-1)-2x3+d =0 avec d € R, soit
-5+d=0 < d=5.
Conclusion: M(x; y; z) € (ABC) <= 4x-5y—-2z+5=0.

7 = -—-14+4r
3. a.G7;-4;4)eN = -4 = 6—5¢t avecteR
4 = 8-2t

Ces trois équations ont pour solution ¢ =2, donc G(7; —4; 4) € A.

b. Le point H appartient a la droite A et au plan (ABC). Donc ses coordonnées x, y, z
vérifient le systeéme :

X = —-1+4t
y = 6-5¢ avecreR
z = 8-2t

4x—-5y—-2z+5 0
En replacant x, y, z par leurs valeurs en fonction de ¢ dans la derniére équation,
on obtient :

4(-1+41)-5(6-51)—-2(8-21)+5=0 < —-4+16t—-30+25ft-16+41t+5=0 <
45t -45=0 < 45t=45 < t=1.
Les coordonnées de H sont donc (—1+4; 6 -5; 8—2) soit H(3; 1; 6).
c. Ladistance du point G au plan (ABC) est donc égale a GH.
OrGH? =(3-72+(1+4)?+ (6-4)%=16+25+4 =45,dou
GH = V45 =v9 x5 = V95 = 3V/5.

4. a. Ilgpréﬂa question 2. a.,on a AB-AC = 2x2+2x0+4x (—1) =4—-4=0:lesvecteurs
AB et AC sont orthogonaux, donc les droites (AB) et (AC) sont perpendiculaires :
le triangle ABC est rectangle en A.

b. En prenant comme base le triangle ABC, la hauteur correspondante est GH, donc:
1 1 1
V=§X,Qf(ABC)XGH=§XEXABXACXGH.

OnaAB2=224224(-1)2=4+4+1=9,donc AB =3;
AC%2=22+02+42=4+16=20,donc AC = /20 = V4 x5 = 2/5.

1 1
Doch:§x§><3><2\/§><3\/§:15.
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